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Geometria 

Campi e spazi vettoriali 

CAMPO

SOTTOCAMPO Un sottoinsieme di un campo K è tale se e solo se: 

1. CHIUSO RISPETTO A SOMMA E PRODOTTO 
Gli elementi risultanti dall’operazione appartengono ancora al
sottocampo

2. CONTIENTE EL NEUTRO S/P

Un campo K è una struttura algebrica composta da un insieme non 
vuoto K e da 2 operazioni binarie interne, chiamate somma e 

prodotto e indicate di solito rispettivamente con + e *, che godono 
delle seguenti proprietà 

 

PROPRIETA’ DELLA SOMMA: 
1. ASSOCIATIVA RISPETTO ALLA SOMMA 

 
2. COMMUTATIVA 

 
3. EL. NEUTRO SOMMA 

 
4. ESISTENZA EL. OPPOSTO 

 

PROPRIETA’ DEL PRODOTTO: 
1. ASSOCIATIVA RISPETTO AL PRODOTTO 

 
2. COMMUTATIVA 

 
3. EL. NEUTRO PRODOTTO 

 
4. ESISTENZA EL. OPPOSTO 

 

∀a,b ∈ K

(a+b)+ c = a+ (b+ c)

a+b = b+a

0+a = a+0 = a

∀a ∃−a / a+ (−a)= −a+a = 0

(a*b)*c = a*(b*c)

a*b = b*a

1*a = a*1= a

∀ ≠0 ∃a−1 / a *a−1 = a−1 *a = 1
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TEOREMA 
SPAZI 

VETTORIALI

SOTTOSPAZIO 
VETTORIALE

Sia K un campo, sia V uno spazio vettoriale su K e sia W un 
sottoinsieme non vuoto di V. L'insieme W è un sottospazio vettoriale 
di V se è uno spazio vettoriale su K, con le operazioni di somma e 
moltiplicazione per scalare, e se è chiuso rispetto ad esse e contiene 
l’elemento nullo.

In uno spazio vettoriale V :

A. ∃! 0
!"

B. ∀v
!"
∈V    ∃!  −v

! "!

C. ∀x
!"

, y
!"

,z
!"
∈V    x

!"
+ y
!"
= x
!"
+ z
!"

⇒ z
!"
= y
!"

D. ∀x
!"
∈V ,∀λ ∈ !   x

"#
λ =0
!"
⇒  x
!"
=0
!"
∨  λ =0

E. ∀x
!"
∈V    x

!"
(−1) = −x

!"

SPAZIO 
VETTORIALE

Uno spazio vettoriale su un campo K è un insieme V dotato di due 
operazioni che soddisfano una certa lista di assiomi. Gli elementi di V 

sono detti vettori e quelli di K scalari. Le operazioni sono: 

 
  U è sempre sottospazio. Se i v sono LI allora è anche base. 

PROPRIETA’: 

1. SU V SONO DEFINITI 
somma, el.opposto, el.neutro, associatività e commutatività 

2. DISTRIBUTIVA P. PER UNO SCALARE 
 
 

3. ASSOCIATIVA P.SCALARE 
 

4. NEUTRALITA’ P.SCALARE 
 

EX

• L'insieme K[x] dei polinomi a coefficienti in K e con variabile x

•   

• L'insieme delle matrici 

U  = L(v1
!"

,  . . . ,vn
!"!
)

a(u+v)= au+av ∀a ∈ K ∀u,v ∈V ,
(a+b)v = av+bv ∀a,b ∈ K ∀v ∈V ,

(ab)v = a(bv) ∀a,b ∈ K ∀v ∈V

1v = v ∀v ∈V

Kn = {(x1,…, xn ) | x1,…, xn ∈ K}
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LE BASI

BASE  
ORTONORMAL.

INSIEME DI 
GENERATORI

un sottoinsieme  S  di un insieme  A  dotato di una struttura algebrica è 
un insieme di generatori per  A  se tutti gli elementi di  A  possono 

essere ottenuti dagli elementi di  S  tramite combinazioni di 
operazioni definite su  A . 

FINITAMENTE GENERATO 
Un gruppo  G  è finitamente generato se ha un insieme finito di 
generatori. 

• Un sistema di generatori di uno spazio vettoriale è certamente un
suo sottospazio.

• Per ogni spazio vettoriale non vuoto, esistono infiniti sistemi
generatori. 

• La base di uno spazio vettoriale è sempre un sistema di generatori;
al contrario, un sistema di generatori non è necessariamente una
base.

• La minima cardinalità di un insieme S di generatori per V è la
dimensione di V

FORMULA DI 
GRASSMAN

Una base ortonormale di uno spazio vettoriale munito di prodotto 
scalare definito positivo è una base composta da vettori di norma 

unitaria e ortogonali tra loro, ossia una base ortogonale di vettori di 
norma uno. 

 Una base ortogonale per V è una base composta da vettori a due a due ortogonali, cioè tali che:
A. 〈v i ,v j 〉 =0 i ≠ j

B. ∀v
!"
 ⇒  # v #= 1

SOMMA DIRETTA 

dim(W +U) = dim(W) +dim(U) −dim(W ∩U)

dim(U +W) = dim(U) +dim(W)
V =U ⊕W

La base di uno spazio vettoriale è un insieme di vettori linearmente 
indipendenti che generano lo spazio 

RICERCA BASE IN UN SISTEMA LINEARE 
 

A. I vettori v
!"

1,v
!"

2…v
!"

n  sono linearmente indipendenti in K, ovvero la relazione:

ai
i=1

n

∑ v i = a1v1 + a2v2 +#+ anvn = 0 ⇒  a1,a2…an =0

B. I vettori v1,v2…vn  generano V, ovvero:
V = Span(v1,…,vn) := {a1v1 +#+ anvn | a1,…,an ∈ K}

Nvettori−LI = col(A)− rk(A)
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SPAZI NON 
FINITAMENTE 

GENERATI

DIMENSIONE 
SPAZIO 

VETTORIALE

LEMMA DI 
STEINITZ

INDIPENDENZ.
LINEARE

Sia V uno spazio vettoriale su un campo K. Dati V1,V2 elementi di V, 
si dice che essi sono linearmente indipendenti su K se in tale campo 
la relazione: 

 

EX

 

aivi = 0 ⇒
i=1

n

∑ ∀i = 1... n ai = 0

(1,0,2,1),   (−1,1,0,0),  (1,1,4,2),  (−1,2,2,1)

1 −1 1 −1
0 1 1 2
2 0 4 2
1 0 2 1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

→

1 −1 1 −1
0 1 1 2
0 0 0 0
0 0 0 0

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

rk(A) = 2⇒ 2 vettori indipendenti
I  vettori  della matrice non ridotta che 

corrispondono alle colonne contenenti  i  

pivot  nella matrice ridotta

(1,0,2,1),  (−1,1,0,0)

la dimensione di uno spazio vettoriale è la cardinalità di una sua 
base, ovvero è il numero di vettori che la compongono. 

  dim! (!
n )= n

dim(R[x])=∞
dim(Rn[x])= n+1

In uno spazio vettoriale di dimensione finita, il numero di vettori 
linearmente indipendenti che compaiono in un sistema libero non 

può mai superare la dimensione, cioè il numero di elementi di una 
base (quindi di ogni base) 

Siano V  uno spazio vettoriale sul campo K  con 
base B = {b1,b2,…,bn} e A = {a1,a2,…,am} un sistema di generatori di V . 

Allora n≤m 
 B = {b1,b2,…,bn ,an+1,…,am} è un sistema di generatori di V .
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Calcolo vettoriale 
VETTORE

SOMMA 
VETTORIALE

NORMA O 
LUNGHEZZA

Una norma è una funzione che assegna ad ogni vettore di uno 
spazio vettoriale, tranne lo zero, una lunghezza positiva. 

PROPRIETA’: 

 SPAZIO NORMATO

Elemento di uno spazio vettoriale. 
Segmento orientato. 

dall'idea intuitiva di una grandezza fisica caratterizzata da intensità, 
direzione e verso. 

In due dimensioni i vettori possono essere sommati con la regola del 
parallelogramma, oppure sommando analiticamente le compontenti 
omonime. LA SOMMA E’ COMPLANARE 

PROPRIETA’: 

1. EL NEUTRO
2. EL OPPOSTO
3. ASSOCIATIVA
4. COMMUTATIVA 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PRODOTTO 
SCALARE 
VETTORE

PRODOTTO 
SCALARE

Il prodotto scalare è un'operazione binaria che associa ad ogni 
coppia di vettori appartenenti ad uno spazio vettoriale definito sul 

campo reale un elemento del campo. 
0 se i vettori sono ortogonali 

PROPRIETA’: 

ANALITICAMENTE: 

 

A. Simmetria:〈v,w〉 = 〈w,v〉
B. Linearità rispetto al primo termine: 〈v +w,u〉 = 〈v,u〉 + 〈w,u〉〈kv,w〉 = k〈v,w〉
C. Positività  〈v,v〉 > 0

a ⋅b = a1b1 + a2b2 +!+ anbn = ai
i=1

n

∑ bi

a
!
⋅b
!
=|| a |||| b || cosϑ

cosϑ = a
!
⋅b
!

|| a |||| b ||

Un generico vettore può essere moltiplicato per uno scalare 
appartenente al campo di definizione. 

RETTA VETTORIALE 
Dato un generico vettore v la retta vettoriale è l’insieme 

3 vettori di V3 sono linearmente dipendenti se e solo se sono 
complanari.
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PRODOTTO 
VETTORIALE

REGOLA MANO 
DESTRA

Il prodotto vettoriale è un'operazione binaria interna tra due vettori in 
uno spazio euclideo tridimensionale che restituisce un altro vettore 

che è normale al piano formato dai vettori di partenza.
0 se i vettori sono paralleli 

  

PROPRIETA’: 

a∧ b
 a ×b = n! | a ||b | sinθ

a ×b = det
i j k
a1 a2 a3

b1 b2 b3

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

= a2b3 − a3b2( )i − a1b3 − a3b1( ) j + a1b2 − a2b1( )k =

a2b3 − a3b2

a3b1 − a1b3

a1b2 − a2b1

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

A. Bilinearità
(ka) ×b = k(a ×b) = a × (kb)
(a + c) ×b = a ×b + c ×b  distributivo rispetto all'addizione( )
a × (b + c) = a ×b + a × c

B. a ×b = 0 ⇔ a,b linearmente indipendenti ( a × a = 0 ∀a)
C. Anticommutativo

a ×b = −b × a
D. Non è associativo
E. Identità di Jacobi

a × (b × c) +b × (c × a) + c × (a ×b) = 0

Ammette permutazioni
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PRODOTTO 
MISTO

PROIEZIONE DI 
UN VETTORE 
SU UN PIANO

 Il prodotto misto è un'espressione in cui compaiono 
contemporaneamente prodotti scalari e vettoriali di vettori dello 

spazio tridimensionale.V(Parallelepipedo)=6V(Piramide)

 

 

a ×b( ) ⋅c

a ×b( ) ⋅c = det

a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

vw!"
!"!

= v
"
⋅w
!"

w
!" 2 ⋅w
!"!
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Calcolo Matriciale 

MATRICE

RAPPR.ZIONE 
SISTEMI 
LINEARI

 Una matrice è una tabella ordinata di elementi. 

SOMMA MATRICIALE 
Solo se le dimensione mxn della matrice sono identiche. 

MOLTIPLICAZIONE PER SCALARE 

MOLTIPLICAZIONE TRA MATRICI 
Definita soltanto se mxp pxn = mxn 

�
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MATRICI 
PARTICOLARI

MATRICI 
RIDOTTE

MATRICE QUADRATA 
Ha lo stesso numeri di righe e colonne nxn 

MATRICE INVERSA 

  
Una matrice è invertibile solo se ha DET != 0 
  SE A,B INVERTIBILI 
 

MATRICE DIAGONALE 
Matrice quadrata in cui solamente i valori della diagonale principale 
possono essere diversi da 0.

MATRICE ANTISIMMETRICA 
Matrice quadrata con zeri sulla diagonale 

MATRICE TRASPOSTA 
La matrice ottenuta scambiandone le righe con le colonne. 

MATRICE TRIANGOLARE 
La matrice ottenuta avendo tutti gli elementi sopra e/o sotto la 
diagonale nulli.

• TRSUP + TRSUP = TRSUP
• TRSUP * TRSUP = TRSUP
• (TRSUP)^-1 = TRUSUP
• TRSUP * K = TRSUP

(AT )−1 = (A−1)T

(AB)−1 = B−1A−1

Anxx  è invertibile ⇔  rk(A) = max = n

 

Una matrice è ridotta per righe se in ogni riga c’è almeno un 
elemento non nullo, che viene detto elemento speciale, al di sotto del 
quale ci sono solamente zeri; sopra ci può essere qualunque numero, 
anche 0. Esistono più matrici ridotte, ma una sola fortemente ridotta. 

Row step reduced form caratterizzata dalle seguenti proprietà:  
1. Un marker ( prima entrata non nulla) per colonna.
2. Tutti i markers ordinati secondo la direzione ↘;
3. Tutte le eventuali righe nulle in basso.

MATRICE FORTEMENTE RIDOTTA 
Tutti i pivots devono essere uguali a 1, e gli altri elementi non nulli 
devono essere al di sopra del pivot, nelle colonne marker. 
La forma fortemente ridotta è unica!

A =
1≤i≤m∈R
1≤ j≤n∈R

(ai, j)
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TEOREMA DI 
BINET

OPERAZIONI 
ELEMENTARI

RANGO DI UNA 
MATRICE

Data una matrice A ridotta per righe, si dice rango il numero di righe 
con elementi non nulli. (numero righe linearmente indipendenti) 

Numero di pivot nella ridotta

1. TUTTE LE MATRICI RIDOTTE DA UNA MATRICE A HANNO
RANGO UGUALE

2.  
3.  
4.  
5.  
6.  

ρ(A) = ρ(A−1)
ρ(z) = 0⇔ z = nulla
rank(AB) ≤min{rank(A),rank(B)}.
rk(a) ≤min m,n{ }
rank(A) + rank(B) − n ≤ rank(AB).

Siano A,B due matrici quadrate di ordine n nel campo K.

  

COROLLARIO 
Sia A una matrice di ordine n 
 

det(AB) =  det(A) det(B)

det(xA) = xn  det(A)

Data una matrice A mxn appartentente al campo R,C si definiscono le 
seguenti operazioni elementari 

�

PROPOSIZIONE 
Sia A una matrice definita come sopra. Allora esiste una serie finita di 
operazioni elementari che trasforma A in una matrice ridotta per righe 
(fortemente)

E1. Ri → Ri +αRi0   ∀α ∈! (sostituzione)
E2. Ri → αRi   ∀α ∈! (m.scalare)
E3. Ri → Ri0  (scambio)
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TEOREMA DI 
KRONECKER

EQUAZIONI 
MATRICIALI

In una matrice A, considerata una sottomatrice quadrata di ordine p 
con determinante diverso da zero, si definiscono orlati tutte le 

sottomatrici quadrate di ordine p+1, ottenute aggiungendo una riga e 
una colonna di A.  

Se tutti gli orlati hanno determinante nullo, allora rk(A)=p 

Gli orlati di Am (con determinante definito non nullo) risultano con 
determinante nullo, quindi il teorema è confermato. 

COROLLARIO 
Il rango di una matrice quadrata è uguale al suo ordine se e solo se il 
determinante è diverso da zero. 
  

COROLLARIO 2 
Se r(A) = n, allora, detta A’ una matrice ridotta per righe ottenuta da A, 
 

Anxn  è invertibile ⇔ det(A) ≠ 0 ⇔ rk(A) = n

det(A) =  prodotto el.speciali

MATRICE 

MATRICE COMPLETA 

SISTEMA OMOGENEO 
La matrice dei coefficienti B è nulla. 

SISTEMA COMPATIBILE 
Il sistema ammette delle soluzioni
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FORTEMENTE 
RIDOTTA PER 

RIGHE

CALCOLO 
MATRICE 
INVERSA 

COFATTORI

CALCOLO 
MATRICE 
INVERSA 

METODO DI 
RIDUZIONE

(A n ) = ( n A−1)

RIDUZIONE PER RIGHE 
Gli elementi speciali possono essere diversi da uno. 

Il metodo permette di risolvere le equazioni matriciali AX=B. 
Invertendo la matrice A e moltiplicandola per B ottengo x
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COMPL.TO 
ALGEBRICO

TEOREMA DI 
LAPLACE

ALTRE 
PROPRIETA’ 

DET

DETERMINANTE MATRICI DIAGONALI/TRIANGOLARI 
E’ il prodotto degli elementi sulla diagonale! 

SOMMA E PRODOTTO 

 

det(AB) = det(A)det(B)
det(A + B) ≠ det(A)+ det(B)

Definiamo complemento algebrico di un elemento qualunque A(h,k) il 
determinante che si ottiene togliendo la riga e la colonna su cui si 

trova l'elemento in questione con il segno positivo se h+k=numero pari 
ed il segno negativo se h+k=numero dispari 

 −1( )(h+k )Ch,k
Data una matrice di dimensione n il suo determinante è dato da 

SECONDO TEOREMA DI LAPLACE 
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Applicazioni Lineari e forme quadratiche 

APPLICAZIONE 
LINEARE

CLASSI DI AL

SPAZI 
ISOMORFI

RANGO AL

KERNEL O 
NUCLERO AL

Si dice rango dell’applicazione lineare la dimensione dell’insieme 
immagine. 

      f :U →V
rk(f) = rk(F) = dim(Im(f))

Un endomorfismo è un omeomorfismo (classe di AI) con insieme di 
partenza e arrivo identico. 
Un automorfismo è un isomorfismo (classe di AI biettive) con insieme 
di partenza e arrivo identico.

HomΚ (U,V )   �=  { f�U→V f  è lineare}
EndK (V ) :=  HomΚ (V ,V )
IsoK (U,V )  �=  { f ∈HomK (U,V ) f  è biiettivo}
AutK (V ) :=  IsoK (V ,V )

Il kernel, o nucleo, è l’insieme dei vettori mappati in 0v 
Fx = 0 

f :U→V

ker( f ) = x
!
∈U : f (x

!
) = 0{ }

ker( f ) sottospazio di U
dim(ker( f )) =  null( f )

Due spazi vettoriali V e W si dicono isomorfi se l’insieme Iso(K) != 0 
In questo caso è possibile costruire un AI tale che 

In matematica, una trasformazione lineare è una funzione lineare tra 
due spazi vettoriali sullo stesso campo, cioè una funzione che 

conserva le operazioni di somma di vettori e di moltiplicazione per 
uno scalare. 

f :  V→ U    U,V spazi vettoriali su K
A.Additività

 f(x
!
+y
!
) = f(x

!
) + f(y

!
)     ∀x

!
, y
!
∈V

B.Omogeneità di 1° grado
f(α x
!
) =αf(x

!
)              ∀α ∈K ,∀x

!
∈V

=> f (0V
! "!
) = 0U
! "!
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INIETTIVITA’

SURIETTIVITA’

AL E MATRICI

ENDOMORF. 
SEMPLICE

Si dice che f è un endomorfismo semplice se ammette una base di 
autovettori => E' diagonalizzabile

INVERTIBILITA’

Un’applicazione lineare si dice suriettiva se: 

 

 

f�X→Y
Im( f ) = Y

f :U→V  è suriettiva ⇒  Im( f ) =V
⇔

dim(Im(F)) = rank( f ) = dimV
dim(U) = dim(V) +ker(f)

det(F) ≠ 0
F  è iniettiva e suriettiva

A. dim(V)=dim(ImF)=dim(U)
B. dim(ker(f))=0

Ad ogni  F ∈ Kn×m corrisponde un’unica a.l. f ∶ Km → Kn; 
Ad ogni a.l. f ∶ Km → Kn corrisponde un’unica F ∈ Kn×m.  

COLONNE AI 
Definiscono i valori che assumono gli elementi della base canonica.

  

f :U→V  iniettiva ⇔ ker( f ) = 0V{ }
⇔

dim(Ker( f )) = null( f ) = 0
dim(U) = dim(Im(f))
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EX

TEOREMA DEL 
RANGO

COROLLARIO A. dim(U)<dim(V).  F NON E’ SURIETTIVA
B. dim(U)>dim(V).  F NON E’ INIETTIVA

      f :U →V
dim(U) = dim(Imf) +dim(ker(f))

dim(Im( f )) = rank( f ) = rank(F)
Im( f ) = Col( f ) = base AL (arresto la ricerca a rank(f))

      ker(F) = ker(f) = Fx=0
 null(f)=null(F)=dim(ker(f))
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ESERCIZI

EX
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EX

EX
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TEOREMA 
CAMBIAMENTO 

BASE

MATRICE 
CAMBIAMENTO 

BASE

�

F :V →V   endomorfismo
B, ′B  basi di V
AB  matrice endomorfismo F rispetto a B

AB ' = MB '
BABMB

B '
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Autovalori, autovettori, diagonalizzazione 

AUTOVETTORE 
AUTOVALORE

POLINOMIO 
CARATT.

Un autovettore per la trasformazione lineare L è un vettore v != 0 che 
a seguito dell'applicazione di L non cambia la sua direzione, 

limitandosi ad essere moltiplicato per uno scalare λ , autovalore.  
Il vettore può quindi soltanto cambiare modulo e verso. 

AUTOSPAZIO DELL’AUTOVALORE 
Spazio generato dagli autovettori di T aventi lo stesso autovalore l.

 

T :V →V  endomorfismo su K

T(v
!
) = λv
!
  ∀v
!
≠ 0
!

Ef (λ) = {v∈V | f (v) = λv}
0V ∈Ef (λ)
dim(Ef (λ)) = n − rank(A − λI ) ≤ n

Il polinomio caratteristico associato ad un endomorfismo (matrice 
nxn) fornisce come soluzioni gli autovalori dell’endomorfismo stesso.

  

COROLLARIO TEOREMA FONDAMENTALE ALGEBRA 
Se la dimensione n diV è dispari e K = R è il campo dei numeri reali, il 
polinomio caratteristico ha grado dispari, e quindi ha sempre almeno 
una radice reale 

E. autovettore (autovalore) => (A-LI) non è invertibile => det(A-LI)=0

p(λ) = det(A − λI )
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MATRICI SIMILI

MATRICE 
DIAGONALIZ.

ENDOMORF. 
SEMPLICE

Un endomorfismo si dice semplice se è associato ad una matrice 
diagonalizzabile, o esiste una base di autovettori associati alla 

matrice

POTENZA 
M.DIAGONAL.

Una matrice A si dice diagonalizzabile se esiste una matrice 
diagonale D tale che 

 

P. Matrice diagonalizzante di A

CN.SUFF PER LA DIAGONALIZZABILITA’ 
• Numero degli AUTOVALORI, compresi di molteplicità, sia pari

all’ordine della matrice (n autovalori in Anxn)

• Molteplicità algebrica degli autovettori coincida con quella
geometrica

  

 

MOLTEPLICITA’ ALGEBRICA            Molteplicità nel polinomio caratt. 
MOLTEPLICITA’ GEOMETRICA        Dimensione autospazio associato. 

D = P−1AP   ⇔   DP = AP

1≤ mgeo (λ) ≤ malg (λ) ≤ n
mg (λ) = n − rank(A − λId)

 Ak =TDkT −1

A simile a B se e solo se esite una matrice P, invertibile, tale che 
  

A,B hanno: 
• RANGO UGUALE
• DETERMINANTE UGUALE
• AUTOVETTORI AUTOVALORI COINCIDENTI
• POTENZA MATRICI DIAGONALI (A)

A = PBP−1

Am = PΔmP−1

Δm =
λm

1 … 0
! " !
0 ! λm

n

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
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MATRICE 
SIMMETRICA

MATRICE 
ORTOGONALE

TEOREMA 
HAMILTON-

CAYLEY

EX

Anxn  su K con p(λ)
⇒ p(A) = 0

1 2
0 3

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

p(λ) = (1-λ)(3− λ) = λ 2 − 4λ + 3
⇒

p(A) = A2 − 4A + 3I = 0

I = 1
3

(4A − A2 ) = A 1
3

(4 − A)

A−1 = 1
3

(4 − A)

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

Una matrice simmetrica è una matrice quadrata che ha la proprietà di 
essere la trasposta di se stessa. 

  

  3x3 

A. TUTTI AUTOVALORI REALI 

B. RK(A) = N.RO( AUTOVALORI !=0 ) 

C. GLI AUTOVETTORI ASSOCIATI AD AUTOVALORI DIVERSI SONO
ORTOGONALI DUE A DUE, OVVERO IL PRODOTTO SCALARE E’ 0 

D. LA MATRICE DIAGONALIZZANTE E’ ORTOGONALE 

E. IL PRODOTTO RIGA PER COLONNA SU SE STESSA RISULTA
NELLA MATRICE IDENTICA 

F. DIMENSIONE SPAZIO nxn =

AT = A

1 2 3
2 0 5
3 5 6

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

A2 = I
(n + 1)n

2

Una matrice ortogonale è una matrice invertibile la cui trasposta 
coincide con la sua inversa, avente come DET(A) 1 o -1 

 

 

A. Una matrice quadrata è ortogonale se e solo se le sue colonne
formano una base ortonormale dello spazio euclideo Rn con
l'ordinario prodotto scalare.

B. Gli autovalori reali e complessi hanno modulo unitario.

GGT = GTG = In
cos(α ) −sin(α )
sin(α ) cos(α )

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
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ALGORITMO DI 
GRHAM 

SCHMIDT

EX

Il procedimento di Gram–Schmidt permette di costruire una base 
ortogonale e ortonormale u1 … uN a partire da una base generica v1 … 

vN 

 

  

v1,…,v i  vettori L.I. in uno spazio V
Span(v1,…,v i ) = Span(e1,…,ei )  ∀i

〈ei ,e j 〉 =
1 i = j
0 i ≠ j

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
‖ei‖= 1  ∀i

proju(v) =
〈v,u〉
〈u,u〉

u

u1 = v1, e1 = u1
‖u1‖

u2 = v2 − proju1 (v2 ), e2 = u2
‖u2‖

u3 = v3 − proju1 (v3)− proju2 (v3), e3 = u3
‖u3‖

u4 = v4 − proju1 (v4 )− proju2 (v4 )− proju3 (v4 ), e4 = u4
‖u4‖

uk = v k − proju j
j=1

k−1

∑ (v k ), ek = uk
‖uk‖

.
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FORMA 
QUADRATICA

DEFINIZIONE 
FORMA 

QUADRATICA

Una forma quadratica è un polinomio omogeneo di grado 2 in un 
certo numero di variabili. 

 

 

v  vettore dello spazio V 
n  dimensione dello spazio V 
a  coefficienti della forma quadratica 

EX 

 

q(v) = q(v1,…,vn ) = aij
1≤i, j≤n
∑ vivj ,

q(v) = vT Av

(x1, x2 )
1 2
3 4

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
x1
x2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
=

1x1 2x1
3x2 4x2

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟
x1
x2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
=

x1
2 + 2x1x2 + 3x1x2 + 4x2

2 =

x1
2 + 5x1x2 + 4x2

2

Q(X) è definita :
A. Positiva   ∀x ∈ℜn ⇒Q(x) > 0
B. Semipositiva   ∀x ∈ℜn ⇒Q(x) ≥ 0
C. Indefinita   ∃x, y∈ℜn ⇒Q(x) > 0,Q(y) < 0
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LEGAME DEF. 
AUTOVALORI

SEGNATURA DI 
UNA MATRICE

 La segnatura è una terna di numeri che fornisce delle informazioni su 
una matrice simmetrica o su un prodotto scalare. 

 

REGOLA DI CARTESIO 
Per il criterio di Cartesio, ogni variazione tra coefficiente e successivo 
corrisponde ad una soluzione positiva, ad ogni permanenza una 
soluzione negativa. Se il polinomio non è omogeneo bisogna 
raccogliere l'incognita, altrimenti procedere normalmente.

 (i+ ,i− ,i0 )
i+ = n°  λ > 0
i− = n°  λ < 0
i0 = n°  λ = 0

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

gabriele.dragotto@studenti.polito.it 26 of 71



Coniche e quadriche 

CONICA

CONICHE 
COME 

QUADRICHE

CARATTERIZZ
AZIONE

A. DET(B) = 0 CONICA DEGENERE
      RK(B) = 1   2 RETTE
      RK(B) = 2  2 RETTE COINCIDENTI 

B. DET(B) != 0 CONICA NON DEGENERE
      DET(A) < 0   IPERBOLE (2 AUTOVALORI DISCORDI).     I 

IP.EQUILATERA SE  
      DET(A) = 0   PARABOLA (1 AUTOVALORE NULLO)         P 
      DET(A) > 0   ELLISSE (2 AUTOVALORI CONCORDI).       E

CIRCONFERENZA SE   

a11 = −a22

a12 = 0,a11 = a22

Con conica, si intende genericamente una curva piana che sia luogo 
dei punti ottenibili intersecando la superficie di un cono circolare con 

un piano. 

 

e<1           IPERBOLE 
0<e<1       PARABOLA 
e=1           CIRCONFERENZA 
e>1           IPERBOLE 

 
Δ<0           ELLISSE 

 A=C,B=0 CIRCONFERENZA 
Δ=0          PARABOLA 
Δ>0          IPERBOLE 

DEGENERE 
Unione di 2 rette nel piano.

ax2 + 2bxy + cy2 + 2dx + 2ey + f = 0

Δ = b2 − 4ac

  

I coefficienti nella matrice completa devono essere dimezzati, tranne 
quelli sulla diagonale.

γ :a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2a13x + 2a23y + a33

A =
a11 a12
a12 a22

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

B =
a11 a12 a13
a12 a22 a23
a13 a23 a33

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
=

A A a13
A A a23
a13 a23 a33

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

γ = (x, y,1) ⋅B(q) ⋅
x
y
1

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟

B =

x2 xy
2

x
2

xy
2

y2 y
2

x
2

y
2

f

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
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ESEMPI 
CONICHE

ROTOTRASL. 
CONICA

CENTRO 
CONICA

 

 

ax2 + 2bxy + cy2 + 2dx + 2ey + f = 0

det A B
B C

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
≠ 0

∃ Centro della conica γ
x = X + u
y = Y + v

⎧
⎨
⎩
Impongo che:
coeff (x) = 0
coeff (y) = 0

⎧
⎨
⎩

=
2uA + 2Bv + d = 0
2uB + 2Cv + e = 0

⎧
⎨
⎩

La nuova conica quindi sarà 

φ: il semiasse positivo delle x′ formi un angolo φ (misurato in senso 
antiorario) con il semiasse positivo delle x

γ ' : (x ', y ',1)B '
x '
y '
1

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
= 0

x
y
1

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
=

cosϕ −sinϕ u
sinϕ cosϕ v
0 0 1

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

x '
y '
1

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
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QUADRICA Una quadrica è una (iper-)superficie di uno spazio D-dimensionale 
sui complessi o sui reali rappresentata da un'equazione polinomiale 

del secondo ordine nelle variabili spaziali 

Consultare allegato sulle quadriche 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Geometria dello spazio 

PIANO �

VETTORE DIRETTORE 
Vettore perpendicolare al piano costituito dalla terna  

EQUAZIONI PARAMETRICHE 
I vettori v e w sono direzioni del piano, e devono essere linearmente 
indipendenti: altrimenti costituiscono una retta 

PIANO PER 3 PUNTI NON ALLINEATI 
 
Il prodotto scalare per due vettori mi dà un versore normale al piano. 
Imponendo il passaggio per il terzo punto ho l’ultima condizione. 

PIANO DATO DIRETTORE E P.TO 
Il direttore determina a,b,c mentre d è deterninato dalla cond. di 
passaggio per il punto dato. 

POSIZIONE TRA DUE PIANI 

 

A. RK(A) = 2 = RK(A|B) INCIDENTI  (RETTA)

B. RK(A) = 1
      RK(A|B) = 2   PIANI PARALLELI 
      RK(A|B) = 1    PIANI COINCIDENTI

ax + by + cz + d = 0

(a,b,c)

AP
! "!!

⋅AB
! "!!

× AC
! "!!

= 0

A =
a    b    c
a1  b1   c1

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥  (A |B) =

a    b    c    d
a1   b1   c1  d1

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥
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RETTA

 

  

INDIPENDENZA LINEARE EQ 
Perchè rappresentino una retta, le equazioni devono essere 
linearmente indipendenti. altrimenti: 

RETTA DATA DIREZIONE E PUNTO 
  

 

ax + by + cz + d = 0
a 'x + b 'y + c 'z + d ' = 0

⎧
⎨
⎩

  r :
x = xp + tv1

y = yp + tv2

z = zp + tv2

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

r : p(t) = A + t(B − A)

v = (a,b,c)  P = (xp , yp , zp )

x − xp
a

=
y − yp
b

=
z − zp
b

x − xp
a

=
y − yp
b

y − yp
b

=
z − zp
b

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

POSIZIONE RECIPROCA DI DUE RETTE 
SGHEMBE:        appartengono a piani diversi       det(A) != 0 
COMPLANARI  appartengono allo stesso piano  det(A) =  0 

Studio i vettori (indicenti, parallele, co-incidenti) 

  

POSIZIONE RECIPROCA RETTA-PIANO 
INDICENTI        Unica soluzione al sistema    rk(A)=rk(A|B)=3 
PARALLELI        Sistema incompatibile           rk(A)!=rk(A|B) 
r GIACE SU pi   Infinite soluzioni rk(A)=rk(A|B)=2 

 

vr = (v1,v2,v3)   Pr = (xr , yr , zr )
us = (u1,u2,u3)  Ps = (xs , ys , zs )

A =
xr − xs yr − ys zr − zs
v1 v2 v3
u1 u2 u3

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

A =
a  b  c
a1  b1   c1

a2    b2   c2

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

(A |B) =
a  b  c    d
a1  b1   c1  d1

a2    b2   c2   d2

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
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SFERA

VARIE

 

  

 

PIANO TANGENTE AD UNA SFERA IN UN PUNTO 

x2  + y2  + z2  + ax + by + cz + d  =  0
(x − xc )

2  + (y − yc )
2  + (z − zc )

2  = r2

C = (−a
2
, −b
2
, −b
2
),r = x

c

2 + y
c

2 + z
c

2 − d

v = (xp − xc , yp − yc , zp − zc )
π :v1x + v2y + v3z + d

PROIEZIONE V SU PI 

 

SIMMETRICO V SU PI 

 

DISTANZA PUNTO DA PIANO 

 

DISTANZA PUNTO RETTA 
A. Equazione del piano π per P0 ortogonale ad r; 

 

B. Punto di intersezione r x π = H
C. Applicare la distanza fra i due punti e calcolare d(P0,H)

DISTANZA PIANI PARALLELI 

 

vπ
!"!

= v
"
− v
"
⋅nπ
!"!

|| nπ
!"!
||2
nπ
!"!

vs
!"
= v
"
− 2 v
!
⋅nπ
!"!

|| nπ
!"!
||2
nπ
!"!

d(P,π ) =
| axp + byp + czp + d |

a2 + b2 + c2

π : (x − xp)vr 1 + (y − yp)vr2 + (z − zp)vr3 = 0

d(π2,π 1) =|d(π 1,O) − d(π2,O) |=

=|
dπ 1

aπ 1

2 + bπ 1

2 + cπ 1

2
−

dπ2

aπ2

2 + bπ2

2 + cπ2

2
|
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Equazioni Lineari 

SISTEMI 
EQUIVALENTI

Due sistemi di equazioni (non necessariamente lineari) si dicono equi- 
valenti se hanno lo stesso insieme di soluzioni.

TEOREMA  
ROUCHE 
CAPELLI

DETERMINANT.

DETERMINANTE 3x3 

PROPRIETA’ 

• Se tutti gli elementi di una riga (o colonna) sono nulli, allora det ( A )
= 0

• Se A ha due righe (o colonne) eguali, o proporzionali, allora det ( A )
= 0

• Se una riga (o colonna) è combinazione lineare di due o più altre
righe (o colonne) a essa parallele, allora det ( A ) = 0 

 

  

  

Se esistono soluzioni, queste formano un sottospazio affine di Kn di 
dimensione n-rank(A)  

Det(A) != 0 => rk(AB) = rk(A) = max(rk(A))

Siano A∈km,n,B ∈km,1,k = R ∨C  e si considerino i sistemi
1. AX = B
2. AX =  0m,1

Allora :
A. Il Sistema 1 è compatibile se e solo se rk(A) =  rk(A |B).
B. Se il Sistema 1 e compatibile allora le sue soluzioni dipendono da

n −  rk(A)   parametri  liberi.

C. 
Se il sistema 1 è compatibile e x0 ∈kn,1  è una sua soluzione fissata, allora

le sue soluzioni  x ∈kn,1  sono tutte e sole le matrici della forma X = X0 +Y  
dove Y ∈kn,1  appartiene all’insieme delle soluzioni del sistema 2

∞n−q

q = r(A) = r(A |B)
n = colonne(A)

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

Sol(A |b) = x0 +Sol(A | 0)
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TEOREMA DI 
CRAMER

PROPOSIZIONI

EQ LINEARI 
METODO 
INVERSA

 Ax = B  ⇔  x= A−1B

Dove A è una matrice quadrata ed invertibile n e x, c sono due 
vettori. Per il teorema eorema di Rouché-Capelli asserisce che il 

sistema ha esattamente una soluzione. 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MATLAB - Calcolo numerico 

Introduzione e sintassi 

VARIABILI

EPSILON DI 
MACCHINA

COMANDI 
D’AVVIO

FORMATI 
OUTPUT

In informatica l'epsilon di macchina è il più piccolo numero ϵ,
appartenente a un dato insieme F di numeri in floating point, diverso 

in valore assoluto da zero, che sommato all' unità, dà un risultato 
diverso da 1 

 a − b < ε

nvar = valore 

• Non vi è distinzione tra i tipi di variabile
• Costanti predefinite: pi, i, j (costanti immaginarie e pigreco)

gabriele.dragotto@studenti.polito.it 35 of 71



VETTORI RIGA 
E COLONNA

EQUISPAZIO

OPERAZIONI 
SUI VETTORI

VETTORE RIGA.             niente! 
VETTORE COLONNA.    ; 

wriga     = [1 2 3]   ∈ℜ1x3

wcolonna = [1;  2; 3;] ∈ℜ1x3

VETTORE RIGA EQUISPAZIATO 

!

VETTORE RIGA EQUISPAZIATO 
  genera n vettori equispaziati compresi tra gli 
estremi a,b 
 genera n vettori equispaziati  compresi 

tra gli estremi 10a,10b

v = [a : p : b]
a :  valore iniziale
b :  valore finale
p :  passo

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

v = linspace(a,b,n)

logspace(exp1,exp2,expgap)
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EX

ARRAY 
DIMENSIONS

PLOTTING

!

!

CONCATENAZIONE 

!
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COSTRUTTI 
BASE

OPERAZIONI

OPERATORI 
LOGICI

DICHIARAZION
E FUNZIONE

  

Y Valori OUTPUT 
X Valori INPUT 
nome_function Nome della funzione 

PERIMETRO, AREA E DIAGONALE RETTANGOLO 

function [y1, y2,..., yn] =  nome_ function(x1,x2,...,xm)

+ - * / ^ 

OPERAZIONI PUNTUALI 
Possono essere utilizzate premettendo . (punto) all’operazione di (*/^) 

! !
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FUNZIONI 
PREDEFINITE

OPERAZIONI 
V-A ESTESE

OPERATORI 
RELAZIONALI

MAX,MIN 
Se il valore in ingresso è una matrice restituiscono dei vettori riga 
contenenti l’elemento maggiore/minore di ogni colonna.
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ALGEBRA 
LINEARE 

INTERPOLAZIO
NE
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Aritmetica e errori 

RAPPRE.NE 
NUMERI 

MACCHINA

VALORI 
PARTICOLARI 

FLOATING 
POINT

INSIEME DEI 
NUMERI 

MACCHINA

Insieme dei numeri rappresentabili sul calcolatore. 

F = {0}∪ {(−1)e0.a1a2...at ·B
e ,   0 ≤ ai < N,

 a1 ≠ 0,  L ≤ e ≤U}

Un generico valore a può essere rappresentato nel calcolatore tramite 
la notazione a virgola mobile 

 

SE A E’ UN NUMERO REALE 
La prima cifra della mantissa, dopo la virgola, deve essere diversa 
dallo zero.   
Un numero non è quindi altro che una terna di valori 
  

ESEMPIO 

 

a =  (−1)smantissaB
e

s ∈{0,1}
(mantissa ∈!) ≥ 0
q ∈"

⎧
⎨
⎪

⎩
⎪

B−1 ≤ mantissa < 1

numero = f(s,m,e)

Dato a=15, B=10 ⇒
15 = (−1)smNe

s = 0
m = 0.15
e = 2

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
⇒ a = 1 ⋅0.15 ⋅ 102 = 15

LIMITE NELLA MEMORIZZAZIONE 

 

ESPONENTE NORMALIZZATO 
  
VALORI PARTICOLARI ESPONENTE NORMALIZZATO 

L ≤ e ≤U
L < 0
U > 0
nro(mantissa) < t

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

e* = e − L

e* = 0⇔ 0
e* =U − L⇔ Inf
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RAPPR.BILITA’ 
NUMERI 

MACCHINA

APPROX.

ERRORI DI 
APPROX.

ERRORI 
ASSOCIATI 

ALL’APPROX.

ERRORE TRONCAMENTO 

Date due rappresentazioni P1,P2 del numero P, esse differiscono dal 
numero reale seguendo la legge riportata. 

 

TRONCAMENTO 
Elimino le cifre dopo la t-esima 

ARROTONDAMENTO 

Aggiungo il fattore   e tronco alla t-esima cifra

R =
Troncamento 
Arrotondamento

⎧
⎨
⎩

mant = 0.a1a2a3...at

tronc(mant = mant  +
1
2
B−t ,t)

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

1
2
B−t

ERRORE ASSOLUTO 
Si definisce errore di arrotondamento oppure errore di roundoff, 
l’errore che si commette quando si sostituisce il numero reale a! = 0 
con il corrispondente numero di macchina ā.  
  

ERRORE RELATIVO 

 

ea =| a − !a |

er =
| a − !a |
| a |

ESEMPIO 
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ERRORI

OPERAZIONI 
MACCHINA

Ogni macchina rappresenta il risultato dell’operazione come 
un’ulteriore numero macchina, con mantissa espansa di 3 bit, che 

viene successivamente approssimato con una delle 2 tecniche. 
  

Per le operazioni di macchina rimane valida la proprietà commutativa, 
ma non valgono proprietà associativa e distributiva.  

|ε⊙| ≤ eps

ERRORE ARROTONDAMENTO 

Date due rappresentazioni P1,P2 del numero P, esse differiscono dal 
numero reale seguendo la legge riportata in seguito. 

Risulta così definita la precisione di macchina eps 

 

Determinando una relazione fondamentale per i floating point 
 

ea =| a − a |=
< Ne−t      arrotondamento

≤ 1
2
Ne−t   troncamento

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

er =
| a − a |

| a |
≤ | a − a |

Ne−1 =
< N 1−t      arrotondamento

≤ 1
2
N 1−t   troncamento

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

esp =
N 1−t      arrotondamento
1
2
N 1−t   troncamento

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

a  = a( 1 + ε)  ⇒  ε |  ≤ eps
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ESPRESSIONI 
SIMILI

APPROX. IN 
MATLAB

CANCELL.NE 
NUMERICA

La cancellazione numerica rappresenta una delle conseguenze più 
gravi della rappresentazione con precisione finita dei numeri reali.  

Essa consiste in una perdita di cifre significative, che si verifica 
quando si esegue un’operazione di sottrazione fra due numeri di 

segno uguale 

a1 = m1B
e   a2 = m2B

e

a1 = m1B
e   a2 = m2B

e

Due generiche rappresentazioni e1,e2 saranno considerate simili nel 
calcolatore se e solo se 

ESEMPIO 

|e1− e2|
|e1|

≈ eps

TECNICA DI APPROSSIMAZIONE 

 

EPS 

 

EPSILON DI MACCHINA 

MAX/MIN NUMERO RAPPRESENTABILE 
Per la notazione IEE757 => U=1024 L=-1021 il massimo/minimo è fornito 
dal comando matlab realmax realmin 

                 

!at =
at       at+1 ∈  {0,1,2,3,4}
at + 1 at+1 ∈  {5,6,7,8,9}

⎧
⎨
⎩

eps = 1
2
21−53 ≈ 1.11 ⋅ 10−16

eps = 1
2
ε

ε = 2.22 ⋅ 10−16

Max = 1.7977 ⋅ 10308 Min = 2.2251 ⋅ 10−308

gabriele.dragotto@studenti.polito.it 44 of 71



ERRORE 
MASSIMO 

Tutte le operazioni aritmetiche di macchina possono provocare un 
errore che non supera mai la precisione di macchina eps 

EX

ELIMINARE 
CANCELL.

L’errore di cancellazione può essere eliminato riformulando il 
problema stesso. 

ESEMPI NOTEVOLI 
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CONDIZION.TO 
DI UN 

PROBLEMA

NUMERO DI 
CONDIZION.TO

EX ESEMPI NOTEVOLI 

Il condizionamento in matematica, riguarda il rapporto tra errore 
commesso sul risultato di un calcolo e incertezza sui dati in ingresso. 

  

Il problema deve essere posto in modo che siano chiari i dati di input e 
output, comprese le funzioni che li legano 

PROBLEMA CORRETTAMENTE CONDIZIONATO 
Un problema si dice correttamente condizionato se le perturbazioni 
sui valori in uscita sono simili a quelle dei valori in entrata.

 

x → y
    f

|| f(x) − f(x) ||
|| f(x) ||

≈ || x − x ||
|| x ||

    x,f(x) ≠ 0

K si dice numero di condizionamento 

  

K=1 PROBLEMA BEN CONDIZIONATO

|| f(x) − f(x) ||
|| f(x) ||

≈ K(f ,x)|| x − x ||
|| x ||

≤ K(f ,x)|| x − x ||
|| x ||

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

 x,f(x) ≠ 0
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ALGORITMO Per algoritmo si intende una sequenza finita di operazioni (aritmetiche 
e non) che consente di ottenere l’output y∗ del problema y = f(x) a

partire dall’input x.  

Valuto la risposta Y* elaborata da dati soggetti ad errore di 
rappresentazione, con la risposta f(x) ottenuta in infinita precisione di 
calcolo. Se vale la relazione sopra riportata, il problema è ben 
condizionato. 

ESEMPIO 

|| f(x) − y* ||
|| f(x) ||

 ≈ eps
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Approssimazione di dati e funzioni 

APPROX. 
FUNZIONE

INTERPOL.NE 
POLINOMIALE

Approssimare una funzione f significa sostituirla con una funzione g 
che le sia “vicina” in qualche senso e abbia una forma più semplice 

 

INTERPOLAZIONE 
Per interpolazione si intende un metodo per individuare nuovi punti 
del piano cartesiano a partire da un insieme finito di punti dati, 
nell'ipotesi che tutti i punti si possano riferire ad una funzione g(x) di 
una data famiglia di funzioni di una variabile reale. 

NODI 
Coppie di valori (x,y) costituenti l’input del problema d’interpolazione. 

!f ≈ f

Dati una serie di nodi esiste unico un polinomio interpolante di grado 
minore uguale al numero dei nodi che soddisfa le seguenti condizioni  

UNICITA’ POLINOMIO INTERPOLANTE 
Dati n nodi esiste unico un polinomio interpolante di grado (n-1) 

c=POLYFIT( X, Y, N) 

Restituisce i coefficienti del polinomio interpolatore di grado n derivato 
dai nodi(x,y). ordinati in potenze decrescenti 

NOTA BENE: Polyfit è in grado di dare un’approssimazione ben 
condizionata solo quando il suo grado è basso. 

p=POLYVAL( C, Z) 

Restituisce i un vettore p contenente i valori del polinomio interpolante 
a coefficienti c lungo gli elementi del vettore z.

pn(xi) = yi  i=1,2,..n
deg(pn) = (n − 1)
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INTERPOLAZ. 
DI LAGRANGE

DIFFERENZA 
DIVISA

INTERPOLAZ. 
DI NEWTON

Rispetto all’interpolatore di lagrange, aggiungere un nuovo nodo 
significa creare un nuovo termine da sommare. 

ESEMPIO 

La formula generica per l’interpolazione corrisponde alla sommatoria 
dei valori f(xi)  moltiplicati per la produttoria dei nodi escluso il nodo xi 

considerato ( j != i ). 

ESEMPIO 

(−1 , -1 )    (2, -2)   (3, -11 )  

Si definisce differenza divisa di ordine n per il polinomio interpolatore 

SONO INVARIANTI RISPETTO ALLE PERMUTAZIONI 
 f[x1,x2] = f[x2,x1]

f[x 1 ,x2,x3] = f[x2,x 1 ,x3] = f[x3,x2,x1]
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ERRORE DI 
INTERPOLAZ.

POLINOMIO DI 
CHEBYSHEV

  

NEI NODI 
  L’errore di interpolazione è nullo. 

PER POLINOMI INTERPOLATI 
 L’errore di interpolazione è nullo per via dell’unicità del 
polinomio interpolatore corrisppndente all’interpolato nell’intervallo 
d’interesse.

En(x) = f(x) − Pn(x)

En(x) = 0 ∀x = xi

En(x) = 0 ∀x

In matematica i nodi di Čebyšëv, o radici di Čebyšëv, sono le radici dei 
polinomi di Čebyšëv. Per ogni n intero naturale il polinomio n-esimo 

possiede n radici semplici interne all'intervallo [-1, 1] 

UTILIZZANDO I PUNTI SOLUZIONE 
Nella valutazione dell’interpolazione polinomiale abbiamo garantito 
che l’errore è stabilizzato, ovvero è stata operata la miglior scelta dei 
nodi 

  

L’aumento del grado del polinomio interpolante non assicura la 
diminuzione dell’errore, che è piuttosto data dalla scelta dei nodi. 

xi := cos 2i − 1
2n

π⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1 ≤ i ≤ n.

 f ∈C 1([A,B])) ⇒
lim
n→∞

max
x∈[A,B]

|| f(x) − Pn(x) ||= 0
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SPLINE

SPLINE 
CUBICHE

 Una spline è una funzione, costituita da un insieme di polinomi 
raccordati tra loro, il cui scopo è interpolare in un intervallo un insieme 
di punti, in modo tale che la funzione sia continua almeno fino ad un 

dato ordine di derivate in ogni punto dell’intervallo. 

DERIVABILITA’ E CONVERGENZA 
Sono due delle caratteristiche fondamentali delle polinomiali a tratti. 
Esse infatti tendono ad essere regolari nei punti di raccordo, e a 
convergere alla funzione al crescere dei nodi.

  

La funzione S3(x) si dice spline cubica interpolante per f se: 

 

OSSERVAZIONE  
Per determinare una spline di grado 3 in ogni sottointervallo è 
necessario assegnare 4 condizioni! 

 

 f : [a,b]→ !

[a,b] = [xi ,xi+1]
i=1
∪   yi = f(xi)

A. S3(x) è un polinomio di grado 3
∀x ∈[xi ,xi+1], i = 1,...n;

B. S3
k(x) è continua

∀x ∈[a,b],  k=0,1,2
C. S3(xi) = yi  ∀i = 1...,(n + 1)

4n condizioni 
n=nodi

Continuita S3
k(x)

Nodi

⎧
⎨
⎩

=
3(n − 1)
(n + 1)
⎧
⎨
⎩

= 4n − 2
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TIPI DI SPLINE

TEOREMA 
CONVERG. 

SPLINE

COMANDI s=SPLINE( X, Y, Z) 

Dati i vettori dei nodi (X,Y) calcola la spline KNOT-A-NOT in z 

s=SPLINE( x, [yd1 y ydn], z) 

Dati i vettori dei nodi (X,Y) calcola la spline SPLINE VINCOLANTE IN Z 
 

s=INTERP1( X, Y, Z) / INTERP1q( X, Y, Z) 

Dati i vettori dei nodi (X,Y) calcola la spline LINEARE in z. 
Per la versione quick i nodi devono essere ordinati.

yd1 = f ′(x1)     ydn = f ′(xn)

Le ultime due condizioni (parametri liberi della spline) determinano 
diversi tipi di spline: 

A. SPLINE NATURALI 
Derivata (2) continua in x1, xn+1 

 
B. SPLINE NOT-A-KNOT 

Derivata (3) continua in x2, xn 

 

C. SPLINE VINCOLANTE 
Derivata (1) in x1, xn+1  coincide con f’

S3
2(x1) = 0,S3

2(xn+1) = 0

S3
3  continua in x2  e xn

S3
3(x2

+) = S3
3(x2

−);

S3
3(xn

+) = S3
3(xn

−);

S3
1(x1 ) = f '(x1 );

S3
1(xn+1) = f '(xn +1 );

Sia S3 una spline naturale o vincolante, interpolante una funzione di 
classe C4. Allora 

CONVERGENZA 
Tutte le spline S3 convergono a f in [a,b], tutte le derivate fino 
all’ordine 3 convergono alle derivate della spline. 

CONDIZIONE DI SATURAZIONE 
  è il massimo ordine di convergenza ottenibile con spline 
cubiche, anche con f Ck  k>4

 h=
1≤i≤n
max(xi+1−xi)

      f ∈C4([a,b])  ⇒   p=0,1,2,3

x∈[a,b]
 max| f (k)(x) − S3

(k) |=O(h4−k)  per h→ 0

O(h4)
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INTEGRAZIONE
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Sistemi lineari 

NORME

MATRICI 
DOMINANTI

Una coppia norma + spazio costituisce uno spazio normato. 

 

La norma matriciale viene interpretata tramite il prodotto matrice 
vettore 

A. NORMA 1 
Elemento più grande  
  

B. NORMA 2 - SPETTRALE 
p(b) si dice raggio spettrale 
 
Se la matrice è simmetrica:   

 

C. NORMA INFINITO 
Norma 1 della matrice trasposta 
 

|| x ||1= | xi |
i=1
∑

|| x ||2= xi
2

i=1
∑ = xtx

|| x ||∞=max
1≤i≤n

| xi |

|| A ||1=max
1≤i≤n

| aij |
i=1
∑

|| A ||2= ρ(AtA) con ρ(B) = max | λi |,  B autovalore
|| A ||2= ρ(A)

|| A ||2= max(eig(AtA)

|| A ||∞=|| A
t ||1

In algebra lineare una matrice a diagonale dominante è una matrice 
quadrata A di ordine n i cui elementi diagonali sono maggiori o 
uguali in valore assoluto della somma di tutti i restanti elementi 

della stessa riga in valore assoluto 

DOMINANTE PER RIGHE 

  

DOMINANTE PER COLONNE 

 

| aii |  ≥ |
j=1, j≠i

n

∑  aij |

| aii |  ≥ |
j=1, j≠i

n

∑  aji | 
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CONDIZION. 
EQ LINEARI

MATRICI 
NOTEVOLI

CONDIZION. 
SU MATLAB

s=norm( Obj, T) 

Dato l’oggetto Obj (vettore o matrice) calcola il tipo di norma T (1,2,inf) 

s=cond( Obj, T) 

Dato l’oggetto Obj (vettore o matrice) calcola il numero di 
condizionamento del problema in base alla norma T (1,2,inf) 

s=hilb( N ) 

Genera la matrice di Hilbert di ordine n. 

s=vander( X ) 

Dato il vettore degli alfa (x) genera la Matrice di Vandermonde 

 

NUMERO DI CONDIZIONAMENTO DEL PROBLEMA 
 

CONDIZIONAMENTO NELLE NORME 
Si dimostra che il numero di condizionamento del problema, nelle 
norme 1,2,inf, è uguale a 1 

  Il problema è ben condizionato!

Ax = B ⇔ Ax = B

K(A) =|| A |||| A−1 ||

K(A) ≈ 1

Le seguenti matrici pongono problemi mal condizionati.

MATRICE DI VANDERMONDE 

 

MATRICE DI HILBERT 

       

V =

1 α 1 α 1
2 … α 1

n−1

1 α2 α2
2 … α2

n−1

1 α3 α3
2 … α3

n−1

! ! ! !
1 αm αm

2 … αm
n−1

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

H =

1 1
2

1
3
!

1
2

1
3

1
4

1
3

1
4

1
5

" #

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

K2(H) ≈ 10n+1
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EX

MATRICI 
NOTEVOLI

CONDIZION. 
SU MATLAB

s=norm( Obj, T) 

Dato l’oggetto Obj (vettore o matrice) calcola il tipo di norma T (1,2,inf) 

s=cond( Obj, T) 

Dato l’oggetto Obj (vettore o matrice) calcola il numero di 
condizionamento del problema in base alla norma T (1,2,inf) 

s=hilb( N ) 

Genera la matrice di Hilbert di ordine n. 

s=vander( X ) 

Dato il vettore degli alfa (x) genera la Matrice di Vandermonde 

Le seguenti matrici pongono problemi mal condizionati.

MATRICE DI VANDERMONDE 

MATRICE DI HILBERT 

 

V =

1 α 1 α 1
2 … α 1

n−1

1 α2 α2
2 … α2

n−1

1 α3 α3
2 … α3

n−1

! ! ! !
1 αm αm

2 … αm
n−1

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

H =

1 1
2

1
3
!

1
2

1
3

1
4

1
3

1
4

1
5

" #

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

K2(H) ≈ 10n+1
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DIRETTI

BACKWARD

FORWARD SISTEMI TRIANGOLARI INFERIORI 
Ricavo la prima incognita e tutte le altre di seguito. 

COSTO COMPUTAZIONALE  

ESEMPIO 

O(n
2

2
)

METODI NUMERICI DIRETTI PER LA RISOLUZIONE AX=B 

A. N-1 PASSI 
Permettono di determinare x

B. PRECISIONE 
Se finita vi è una perturbazione

C. PER MATRICI PICCOLE-MEDIE

A. BACKWARD.  for( (n-1):-1:1)) — s=A(i;i+1:n)*x(i+1,n)
B. FORWARD     for( 2:n ) — s= A(i;1:(i-1))*  x(1,i-1)
C. CRAMER    costo=  
D. GAUSS

(n + 1)!

SISTEMI TRIANGOLARI SUPERIORI 
Ricavo l’ultima incognita Xn e procedo inversamente 

COSTO COMPUTAZIONALE  

ESEMPIO 

O(n
2

2
)
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ELIMINAZIONI 
DI GAUSS

CN 
APPLICAZIONE 

GAUSS

Assegnato un sistema lineare Ax = b di ordine n, il metodo delle 
eliminazioni di Gauss trasforma, in (n − 1) passi, il sistema Ax = b in uno 
equivalente Ux = b, con U matrice triangolare superiore.  

COSTO COMPUTAZIONALE  

Raccogliendo i moltiplicatori in una matrice triangolare inferiore L con 
diagonale unitaria e considerando la matrice triangolare superiore U 
ottenuta al passo n-1, si ottiene la fattorizzazione A=LU 

[L,U,P] = lu(A) returns unit lower triangular matrix L, upper 
triangular matrix U, and permutation matrix P so 
that P*A = L*U. 

ESEMPIO 

O(n
3

3
)

 è soddisfatta se almeno una delle seguenti lo è 

A. A NON E’ SINGOLARE (Al massimo pivoto, ma ho pivot)
B. A DOMINANTE PER R/C
C. A SIMMETRICA DEFINITA POSITIVA

akk
(k) ≠ 0
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PIVOTING 
PARZIALE

INTERPRETAZ. 
GAUSS

Nell'algoritmo di Gauss la scelta di un pivot con valore assoluto 
grande migliora la stabilità numerica dell’algoritmo. 

Quando vengono scambiate solo le righe o solo le colonne della 
matrice si parla di pivoting parziale, altrimenti si ha pivotazione totale. 
La serie di scambi effettuati nel pivoting può essere rappresentata 
tramite una matrice di permutazione P ottenuta effettuando gli stessi 
scambi di righe e/o colonne sulla matrice identità.   PA=LU! 
In assenza di scambio P=I 

Il pivoting è superfluo se 
A. DIAGONALE DOMINANTE PER COLONNE
B. SIMMETRICA POSITIVA

FATTORIZZAZIONE 

x=A\b 

Calcola la soluzione x di Ax = b con il metodo di eliminazione di Gauss 
con pivoting parziale. E` importante sapere che il comando richiama un 
algoritmo specifico a seconda delle caratteristiche della matrice A 
del sistema lineare (sparsa, a banda, triangolare, simmetrica definita 
positiva); se la matrice non soddisfa nessuna delle suddette 
caratteristiche, allora viene calcola la generica fattorizzazione PA=LU 

[L U P]=lup(A) 

calcola i fattori L, U, P della fattorizzazione PA = LU di A. 
P Matrice di permutazione, identica se non vi sono scambi 
U Upper triangular 
P. Lower triangular

MA =U
 M = M3M2M1

⇒ A = M −1U = LU
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APPLICAZIONI 
GAUSS

FATTORIZZ. 
DI CHOLESKY

1. RISOLUZIONE SISTEMI LINEARI 
Costo computazionale  

2. CALCOLO DETERMINANTE 

S numero di permutazioni effettuate 

3. CALCOLO INVERSA 
Costo computazionale  

4. SISTEMI LINEARI CON A UGUALE 

Costo computazionale  

O(n2)

O(n3)

O(n
3

3
+ pn2)

La decomposizione di Cholesky è la fattorizzazione di una matrice 
simmetrica e definita positiva in una matrice triangolare inferiore e 
nella sua trasposta coniugata. E’ un caso particolare di lu in cui il 

pivoting è superfluo a causa della natura della matrice! 

 

L    matrice triangolare inferiore con elementi diagonali positivi  
L+.  matrice triangolare superiore coniugata trasposta di L. (trasposta 
e con scambio di 
      ogni valore con il suo complesso coniugato.) 

COSTO COMPUTAZIONALE   

L_PIU=chol(A) 

Calcola la matrice L+ per la fattorizzazione della matrice 
simmetrica definita positiva A. 

A = LL+    (A ∈Km×m  simmetrica positiva)

o(n
3

6
)

A = LL+
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APPLICAZIONI 
LU

FATTORIZZ. 
QR

CONDIZION. 
FATTORIZZAZ.

FATTORIZZAZIONE PA=LU 

FATTORIZZAZIONE QR 

La fattorizzazione non incide sul condizionamento. preferibile alla 
fattorizzazione Cholesky nei problemi mal condizionati.

1. RISOLUZIONE SISTEMI LINEARI 

2. CALCOLO INVERSA 

COSTO:  O(2n
3

3
)

La decomposizione QR o fattorizzazione QR di una matrice quadrata 
a coefficienti reali o complessi M è una scomposizione del tipo: 

 

R trapezoidale superiore, con le righe dalla n + 1-esima nulle 

La complessità computazionale di questo metodo risolutivo è quindi la 
stessa della soluzione mediante la fattorizzazione LU (o algoritmo di 
Gauss), ma questo algoritmo risulta avere una migliore stabilità 
numerica. 

SUPPONGO A CON RANGO MASSIMO 
Rango n. Allora la fattorizzazione produce una matrice R uguale a 
quella triangolare superiore della fattorizzazione Cholesky. 

[Q,R]=qr(A, (0)) 

Calcola le matrici QR della fattorizzazione di A. 
Il parametro 0 identifica la versione quicker.

Amxn=QR  m ≥ n

Qmxm ORTOGONALE
Rmxn  TRAPEZ.SUPERIORE

⎧
⎨
⎩⎪
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SISTEMI 
SOVRADET.

Un sistema si dice sovradeterminato quando il numero delle 
equazioni lineari (vincoli) supera quello delle incognite (parametri) 

La soluzione è data dal vettore x* che minimizza il resto r = Ax − b  
in norma euclidea 

MINIMI QUADRATI 

Se c2 = 0, allora x è soluzione nel senso classico, altrimenti è 
soluzione nel senso dei minimi quadrati e la ||c2||2 fornisce la 
misura del residuo. Il costo computazionale di tale metodo è pari a 
quello della fattorizzazione QR.

La soluzione non ha senso se A non ha rango massimo. 
Si dimostra che esiste un unico vettore x* che minimizza la norma 
quadratica: 

x=A\b 

Calcola le soluzioni x tramite fattorizzazione QR 

ESEMPIO 

γ = 0  Soluzione in senso classico
γ ≠ 0  Soluzione minimi quadrati

c =QTb

c =
c1

c2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
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Autovalori e valori singolari 

AUTOVALORI 
AUTOVETTORI

MATRICI SIMILI

CERCHI DI 
GERSHGORIN

I cerchi di Gershgorin associati alla i-esima riga e j-esima colonna 
sono definiti come 

PRIMO TEOREMA 

 

Tutti gli autovalori appartengono all’unione dei cerchi riga e colonna. 
Inoltre tutti gli autovalori appartengono all’unione dei cerchi riga o 
colonna. 

SECONDO TEOREMA 

∀λ(A)⊂ Ci
(C)o(R)

i=1

n

∪

M1 = Ci
(R)

i=1

k

∪   M2 = Cj
(C)

j=1

k

∪

M1 ∩M2 = ∅⇒
k          autovalori in M1

(n − k) autovalori in M1

⎧
⎨
⎩

Il primo sistema ammette soluzioni x dette autovettori in 
corrispondenza dei valori lambda degli autovalori 

d=eig(A) 

Restituisce un vettore d contenente tutti gli autovalori di A. 

[X,D]=eig(A) 

Restituisce la matrice diagonale D i cui elementi sono gli autovalori di 
A e la matrice X i cui vettori colonna sono gli autovettori. 

 Ax = λx

R(A,x) := xtAx
xtx
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PERTURBAZ. 
AUTOVALORI

TEOREMA DI 
BAUER-FIKE

MATRICE DI 
HESSEMBERG

La matrice di Hessenberg è un particolare tipo di matrice quadrata, 
che è "quasi" triangolare. Per l'esattezza, una matrice di Hessenberg 

superiore ha valori pari a zero sotto la prima sottodiagonale 

 

1 4 2 3
3 4 1 7
0 2 3 4
0 0 1 3

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

1 2 0 0
5 2 3 0
3 4 3 7
5 6 1 1

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

Sia  una perturbazione della matrice diagonalizzabile A, e sia 
un suo autovalore. Allora 

COROLLARIO 
Il condizionamento del problema del calcolo degli autovalori dipende 
non dal numero di condizionamento della matrice A, bensì da quello 
della matrice degli autovettori. 
Se A è simmetrica K(S)=1! 

ESEMPIO 

d=cond(A) 

Restituisce uno scalare d contenente il numero K(S) associato al 
condizionamento della matrice A . 

d=condeig(A) 

Restituisce uno scalare d contenente il numero K(S) associato al 
condizionamento della matrice degli autovalori di A .

!A !λ
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METODO 
DELLE 

POTENZE

CONVERGEN. 
AUTOVALORE

Il metodo delle potenze permette di calcolare l’autovalore di modulo 
massimo ovvero il raggio spettrale 

A. DETERMINO AUTOVETTORI 
Sono tutti linearmente indipendenti nello spazio complesso. 

B. QUALSIASI VETTORE Z 

C. APPLICO LA MATRICE A N VOLTE 

D. MOLTIPLICO E DIVIDO PER IL RAGGIO SPETTRALE 

Anche il vettore  tende ad allinearsi all’autovalore, ma 
tende a infinito (+ o -). E’ necessario normalizzarlo 

 

z = Aw = λw
w = z / norm(z);
z = λw
z = Aw

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
⇒ λ =w '* z;{

ESEMPIO 
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METODO 
DELLE 

POTENZE 
INVERSE

Il metodo delle potenze permette di calcolare un qualsiasi autovalore 
purchè se ne conosca l’approssimazione. 

  

(λ − p) è autovalore della matrice (A − pI) 

APPROSSIMAZIONE LAMBDA MINIMO 
Se si assume p = 0 

 

[X,D]=eigs(A,k,p) 

Restituisce in D e in X rispettivamente, k autovalori di A 
(presumibilmente, sparsa e di grandi dimensioni) più vicini a p e i 
corrispondenti autovettori 

ESEMPIO 

Ax = λx ⇔
(A− pIn)x = (λ − p)x

λ  = p + 1
µ

µ = (λ − p)−1

w = z / norm(z);
[L,U,P] = lu(A− p *eye(n));
z =U \ (L \ (P *w));

lamda = p + 1
(w '* z)

⎧

⎨

⎪
⎪⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
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METODO QR 
AUTOVALORI

A. A SIMMETRICA 
A∞ è diagonale con autovalori. 

B. A NON SIMMETRICA - AUTOVALORI REALI 
A∞ è triangolare superiore con autovalori sulla diagonale.

C. A NON SIMMETRICA - AUTOVALORI NON REALI 
Quasi triangolare superiore.

ESEMPIO 

B=hess(A) 

Determina la matrice B simile ad A di Hessemberg.
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VALORE 
SINGOLARE

Nel caso finito-dimensionale, tramite la decomposizione ai valori 
singolari una matrice può essere decomposta nella forma UDV dove 

U e V sono matrici unitarie, ortogonali e D una matrice diagonale 
(rettangolare) con autovalori sulla diagonale. 

VETTORI SINGOLARI SX/DX 
I vettori colonna {vi } e {ui } delle matrici V(dx) e U(sx) 

d=svd(A) 

Restituisce un vettore d contenente i valori singolari di A;  

[U,S,V]=svd(A) 

Restituisce la matrice diagonale S, delle stesse dimensioni di A e con 
elementi diagonali non negativi in ordine decrescente, e le matrici 
ortogonali U e V tali che A = USVT;

d=svd(A,0) 

Rappresenta la versione economica, perchè se m > n restituisce solo 
le prime n colonne di U e S `e una matrice diagonale n × n  
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TEOREMA SVD

TEOREMA 
SCARTO SVD

 A =USVT

 L’importanza di questo teorema risiede nel fatto che esso consente di 
quantificare esattamente, tramite il valore singolare sk+1, la distanza 

in norma 2 della matrice A dalla più vicina matrice di rango k e, 
quindi, di stimare l’errore che si commette quando la matrice A, a 

seguito di operazioni eseguite in aritmetica finita, viene sostituita con 
una matrice di rango k.  

RANK(A) = numero valori singolari !=0 

d=rank(A,tol) 

Permette di calcolare il rango di A dati valori singolari maggiori della 
tolleranza. 
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CONDIZION. 
MATRICE

SV SISTEMI 
SOVRADET.

COMPRESS. 
IMMAGINI

Ogni foto può essere discretizzata decomponendo l’immagine in 
quadrettini e assegnando un livello di grigio ad ogni quadrettino.  

La matrice An può essere codificata mediante 2n vettori ui e vi e i 
numeri si. Se ad esempio è adeguato n = 5, per una matrice A di 
dimensioni 1000 × 1000 sarà sufficiente memorizzare 2 ∗ 5 ∗ 1000 + 5 
= 10005 valori anzicè  1000000, con un risparmio di quasi il 99%.  

In base al teorema dei valori singolari e alla procedura di sv, si ha che 

Il costo di SVD per la risoluzione dei sistemi lineari è  O( 32
3n3 )

Ricordando la condizione per la convergenza del vettore soluzioni x* 

DIMOSTRAZIONE

PSEUDO INVERSA DI MOORE 
  

 

A_piu=pinv(A) 

Restituisce la pseudo-inversa di A, a partire dalla sua SVD. I valori 
singolari al di sotto di una tolleranza di default sono trattati come zeri.

A+ =VS+Ut

A∈!nxn

rk(A) = n
⎧
⎨
⎩

⇒ A+ = A−1
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Note finali 

Alcuni dei contenuti presenti nelle seguenti dispense sono stati liberamente tratti dai 
materiali didattici disponibili al Politecnico di Torino. 
Le dispense sono state elaborate dal sottoscritto come complemento allo studio e non 
intendono in alcun modo sostituire la completezza dei libri di testo e delle lezioni dalle quali 
sono state liberamente tratte. 
Le dispense sono state scritte per l’esame di Geometria Talenti dell’A.A. 2015-2016, docenti 
E.Carlini e L.Scuderi. 
E’ doveroso quindi citare alcuni delle fonti da cui sono stati liberamente tratti alcune parti di
esercizi e/o metodologie di soluzione:

• Enrico Carlini, Whiteboard del corso di Geometria e CN Talenti, A.A. 2015-2016.
• Letterio Gatto, Lezioni di algebra lineare e geometria per l’Ingegneria, CLUT, Torino, 2013.
• Silvio Mercadante, Slides del corso, A.A. 2013-2014.
• Segrio Polini, Algebra lineare for dummies, 2013.
• Letizia Scuderi, Laboratorio di calcolo numerico. Esercizi di calcolo numerico risolti con

Matlab, CLUT, Torino, 2005.
• Letizia Scuderi, Slides del corso di Geometria e CN Talenti, A.A. 2015-2016.
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